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12/06/2014
(1) Sia A un mazzo di 16 carte, contenente le carte di valore da 1 a 8 sia di cuori che di quadri.
(a) Quanti sono i sottoinsiemi di 10 carte di A?
(b) Quanti sono i sottoinsiemi di 10 carte di A in cui compaiono tutti gli 8 valori? (Se possibile,
rispondere a questa domanda mostrando che si tratta di un prodotto condizionato)
Consideriamo ora il fenomeno aleatorio dato dall'estrazione di 10 carte dal nostro mazzo e poniamo
X ="numero di carte estratte aventi valori distinti tra loro" e Y ="numero di carte di cuori estratte
(c) Descrivere uno spazio di probabilità che modellizzi questo fenomeno aleatorio;
(d) Determinare la densità di Y ;
(e) Determinare la densità di X;
(f) Stabilire se X e Y sono indipendenti.
(2) Sia
f(t) =

3
4 t+ 1 − 43 ≤ t ≤ 0
(t− 1)2 0 ≤ t ≤ 1
0 altrimenti
(a) Veriﬁcare che f(t) è la densità di una variabile aleatoria continua X.
(b) Determinare P (X ≤ 12 ).
(c) Stabilire se X soddisfa la proprietà di mancanza di memoria.
(3) Sia
p(k) =

2−k k = 1, 2, . . . , 5
2−5 k = 6
0 altrimenti
(a) Veriﬁcare che p(k) è la densità di una variabile aleatoria discreta X.
(b) Determinare media e varianza di X.
(c) Date 32 variabili aleatorie indipendenti X1, . . . , X32 tutte aventi densità p(k) determinare
P (X1 + · · ·+X32) ≥ 65.
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(1) Novanta palline numerate vengono tutte estratte a caso senza rimpiazzo. Vengono poi riestratte tutte
nuovamente senza rimpiazzo una seconda volta. Consideriamo le variabili Xi = numero della i-esima
pallina estratta nella prima sequenza di estrazioni, e Yi = numero della i-esima pallina estratta nella
seconda sequenza di estrazioni, dove i = 1, . . . , 90.
(a) Descrivere uno spazio di probabilità che modellizzi questo fenomeno aleatorio.
(b) Deteminare P (Xi = Yi).
(c) Stabilire se Xi e Yj sono indipendenti, dove i 6= j.
(d) Stabilire se Xi e Xj sono indipendenti, dove i 6= j.
(e) Determinare la densità della variabile X = X1 +X2 + · · ·+X90.
(f) Sia ora Z = |{i = 1, . . . , 90 : Xi = Yi}|. Determinare E[Z].
(2) Si considerino 2 variabili aleatorie indipendenti X ed Y . Sono noti i seguenti valori della densità
congiunta
@
@X
Y
1
12
1
5
4
15
0 2
0
-1
3
(a) Detto t = pX,Y (3, 2) giustiﬁcare il fatto che t soddisfa la seguente equazione:(
1
12 + t
)(
1
5 +
4
15 + t
)
= t
(b) Calcolare i possibili valori per t.
(c) Scelto uno di questi valori completare la tabella a doppia entrata della densità congiunta delle
variabili X ed Y .
(d) Determinare Var(X − Y ).
(3) Giovanni è un esperto di tiro con l'arco. La variabile X =distanza dal centro del bersaglio di un suo
tiro (espressa in decimetri) è data dal valore assoluto di una variabile aleatoria normale standard,
cioè X = |ζ0|, dove ζ0 ∼ N(0, 1).
(a) Determinare la probabilità che un suo tiro termini a meno di 5 centimetri di distanza dal centro
del bersaglio.
(b) Determinare la funzione di ripartizione FX(t) di X (espressa in termini di Φ(t), la funzione di
ripartizione di ζ0)
(c) Determinare la probabibilità che il migliore di 5 suoi lanci termini a meno di 1 centimetro di
distanza dal centro del bersaglio.
(d) Supponendo che il bersaglio abbia un raggio di 30 centimetri, determinare la probabilità che
almeno 1 dei suoi 5 lanci non centri il bersaglio.
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(1) Un'urna contiene 2 palline bianche e 2 palline rosse. Le palline vengono estratte successivamente una
ad una dall'urna rimpiazzando nell'urna le rosse e NON rimpiazzando le bianche. Poniamo
Xi =
{
1 se la i-esima estrazione dà una pallina bianca
0 se la i-esima estrazione dà una pallina rossa
e T = numero dell'estrazione in cui viene pescata l'ultima pallina bianca
(a) Descrivere uno spazio di probabilità che modellizzi questo fenomeno aleatorio.
(b) Determinare la densità di X1 e di X2;
(c) Stabilire se X1 e X2 sono indipendenti;
(d) Determinare la densità di Xi per ogni i > 0;
(e) Esprimere T come somma di due variabili geometriche modiﬁcate;
(f) Deteminare il valore atteso per T .
(2) Sia X una variabile aleatoria continua di densità
fX(t) =
{
ata−1 se 0 < t ≤ 1
0 altrimenti,
dove a è un parametro reale positivo.
(a) Calcolare la funzione di ripartizione FX di X;
(b) Tracciare un graﬁco approssimativo di fX e di FX .
(c) Determinare P (X > −2) e P (X < 12 ).
(d) Determinare la densità di Y = − logX.
(3) Consideriamo 100 variabili X1, . . . , X100 di densità uniforme nell'intervallo [−1, 1] e indipendenti tra
loro.
(a) Determinare la densità della variabile |X1|.
(b) Determinare P ( |X1|+···+|X100|100 ) > 0.01.
(c) Determinare P (X1+···+X100100 ) > 0.01.
(d) Determinare P (X
2
1+···+X2100
100 ) > 0.01.
(e) Determinare P ( (X1+···+X100)
2
100 ) > 0.01.
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(1) Un birriﬁcio produce tre tipi di birre: bionda, rossa e scura. La bionda è scelta dal 50% dei clienti,
la scura dal 30% e la rossa dal 20%. Dieci amici, tra cui Luca e Giovanni, vanno in questo birriﬁcio
ed ognuno di essi sceglie una birra.
(a) Descrivere uno spazio Ω dei possibili risultati di questo fenomeno aleatorio. Quanti elementi ha
Ω?
(b) Qual è la probabilità che vengano ordinate esattamente 5 birre bionde?
(c) Se sapessimo che Giovanni non ha ordinato una birra bionda, quale sarebbe la probabilità che
ne abbia ordinata una scura?
(d) Qual è la probabilità che l'ordine dei dieci amici sia di 5 bionde, 3 scure e 2 rosse?
(e) Sia A l'evento vengono ordinate 5 bionde, 3 scure e 2 rosse e B l'evento Luca ha ordinato una
birra bionda. Stabilire se A e B sono indipendenti.
(2) Siano X una variabile uniforme nell'insieme ﬁnito {1, 2, 4} e Y una variabile uniforme nell'intervallo
[1, 4]. Supponiamo che X ed Y siano indipendenti.
(a) Determinare P (X > 1|Y > 2);
(b) Determinare P (X < Y );
(c) Determinare P (XY > 6)
(d) (*) Determinare la funzione di ripartizione di XY
(3) Una miscela radioattiva contiene 106 particelle ognuna delle quali decade in un tempo aleatorio di
densità esponenziale di media 1 anno.
(a) Determinare la probabilità che una data particella decada in meno di 2 anni.
(b) Sia X la variabile numero di particelle che decadono in 5 anni. Che densità ha X?
(c) Determinare la probabilità che almeno il 99,3% di queste particelle decada in 5 anni (cioè P (X >
0, 993 · 106)).
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(1) Un bersaglio consiste di 10 regioni concentriche numerate dall'interno verso l'esterno da 1 a 10. La
regione centrata in un lancio di freccia è una variabile aleatoria che si può supporre geometrica
modiﬁcata di parametro 15 (considerando delle regioni immaginarie numerate da 11 in poi all'esterno
del bersaglio).
(a) Determinare la probabilità di centrare la regione numero 1 in un lancio di freccia;
(b) Determinare la probabilità di centrare il bersaglio in un lancio di freccia;
Supponiamo ora di lanciare un dado e denotiamo con X il valore uscito dal dado. Eﬀettuiamo quindi
X lanci di freccia e denotiamo con Y la variabile numero di lanci che hanno centrato la zona 1
(c) Determinare la densità di X e di Y ;
(d) Stabilire se X e Y sono indipendenti;
(e) Determinare P (Y = 1|X = 2) e P (X = 2|Y = 1);
(f) Determinare P (X + Y = 2).
(g) Determinare E[Y ].
(2) Sia Ω = {1, 2, 3, 4, 5}.
(a) Determinare la più piccola famiglia coerente di eventi A in Ω che contenga gli eventi {1, 2} e
{3, 5}.
(b) Stabilire se la funzione X : Ω→ R data da X(n) = (−1)n è una variabile aleatoria.
(c) Stabilire se la funzione Y : Ω→ R data da Y (n) = n è una variabile aleatoria.
(d) Veriﬁcare che la funzione Z data da
Z(n) =
{
1 se n = 4
2 altrimenti
è una variabile aleatoria. È possibile calcolarne la media?
(3) Consideriamo 50 variabili X1, . . . , X50 di densità esponenziale di parametro 2 e indipendenti tra loro.
(a) Determinare la densità, media e varianza della variabile X1 − 1.
(b) Determinare P (X1 + · · ·+X50 > 45).
(c) Determinare P (X1 −X2 +X3 −X4 + · · ·+X49 −X50 > 0.1).
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(1) Un'urna contiene due palline rosse e una bianca. Le estraiamo successivamente con rimpiazzo per
cinque volte e poniamo, per i = 1, . . . , 5 e j = 1, . . . , 4
Xi =
{
1 se i-ma estratta è bianca
0 altrimenti.
Yj =
{
1 se Xj = Xj+1
0 altrimenti.
(a) Determinare la densità delle variabili Xi;
(b) Determinare la densità della variabile X = X1 + · · ·+X5;
(c) Determinare la densità delle variabili Yj ;
(d) Stabilire se le variabili Yj sono indipendenti tra loro;
(e) Determinare media e varianza di Y = Y1 + · · ·+ Y4.
(2) Ubaldo prende il tram tutte le mattine per andare al lavoro. Arriva alla fermata in un orario casuale
e sappiamo che passa un autobus ogni dieci minuti. Siano Ti, i = 1, . . . , 30 i tempi di attesa in 30
giorni di lavoro.
(a) Determinare la densità delle Ti;
(b) Qual è la probabilità che aspetti sempre (in questi 30 giorni) più di 5 minuti?
(c) Qual è la probabilità che aspetti mediamente più di 6 minuti?
(3) Si considerino due variabili X ed Y , indipendenti tra loro. La X assume i valori −1, 0, 1 e la Y i
valori 1, 2. Sono noti i seguenti valori della densità congiunta p = pX,Y : p(1, 1) = 1/9, p(−1, 1) = 1/3
e p(0, 1) = 1/9.
(a) Determinare la densità congiunta e le densità marginali delle variabili X ed Y .
(b) Determinare P (X + Y > 0);
(c) Determinare E[X + Y ] e Var(X + Y ).
